Convexite rationnelle des sous-varietes immergees 

lagrangiennes 

Damien Gayet 
pr f^vrier 2008 

Abstract 

We prove that a compact, immersed, submanifold of C", lagrangian for a Kahler form, is ratio- 
nally convex, generalizing a theorem of Duval and Sibony for embedded submanifolds. 

Resume 

Nous demontrons qu'une sous-variete compacte, immergee dans C" et lagrangienne pour une 
forme de Kahler, est rationnellement convexe, generalisant ainsi un theoreme de Duval et Sibony 
pour des sous-varietes plongees. 

MOTS-CLEFS : Convexite rationnelle, Variete lagrangienne immergee, Estimees L/^ de Hormander. 
Code matiere AMS : 32E20-32F20 

1 Introduction 

Soit X un compact dans C". On considere I'enveloppe rationnelle r{X) de X. Un point x est 
dans r{X) si et seulement si toute hypersurface algebrique passant par x rencontre X. Le compact 
X est rationnellement convexe si r{X) = X, i.e si son complementaire est reunion d'hypersurfaces 
evitant X. Un des interets de cette notion reside dans la generalisation du theoreme de Runge : 

Theoreme (Oka, Weil) Toute fonction holomorphe au voisinage d'un compact rationnellement con- 
vexe pent etre approchee uniformement sur le compact par des fractions rationnelles. 

Une obstruction classique a la convexite rationnelle repose sur le fait suivant : Une surface de 
Riemann S compacte a bord, telle que dT, horde une surface V dans X, est contenue dans r{X). 

En effet, soit C une hypersurface passant par un point de S. Les intersections de C avec S sont 
toujours positives, done intersection homologique des deux ensembles analytiques est non nuUe. La 
surface formee par la reunion de E et de ^ etant fermee, I'intersection homologique de C avec YiUV 
est nulle. Par consequent C rencontre X. 

Une forme uo de bidegre (1, 1) dans C" est de Kahler si elle est fermee et strictement positive. Une 
sous-variete reelle S de C" est dite isotrope (lagrangienne si dimR S = n) pour w si la forme s'annule 
tangentiellement a S. En d'autres termes, j*u) = 0, oii j : 5 ^ C" est I'inclusion de S dans C". La 
sous-variete 5* est alors necessairement totalement reelle, i.e jamais tangente a une droite complexe. 
Si S est isotrope pour cj, il n'existe pas de surface de Riemann du type precedent. En effet, puisque 
oj est exacte, JyUj = — J.^lu, oii la premiere integrale est nulle, et la seconde strictement negative. 

En 1995, J. Duval et N. Sibony ([Du,Si], voir aussi [Du] dans le cas des surfaces) prouvent le 
resultat suivant : 
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Theoreme Une sous-variete S compacte et lisse, plongee dans C", isotrope pour une forme de 
Kdhler, est rationnellement convexe. 

La reciproque, facile, est vraie : une sous-variete totalement reelle rationnellement convexe est 
isotrope pour une certaine forme de Kahler. 

II est naturel de s'interesser aux sous-varietes lagrangiennes compactes seulement immergees 

dans C", car les plongcmcnts lagrangicns sont rclativcmcnt rarcs. Par cxcmplc, dans son article 
fondateur [Gr] de 1985, Gromov prouve que dans C", il n'existe pas de sous-variete fermee exacte 
pour la forme standard uo (i.e j*d^\z\'^ est non seulement fermee sur S mais aussi exacte). En 
particulicr, il n'existe pas de sous-variete fermee simplement connexc, et done de sphere S*" pour 
n > 2, lagrangienne plongee dans (C",a;o). Cependant les spheres lagrangiennes immergees existent. 
L'exemple le plus simple est I'immersion de Whitney : 

j: 5" ^ C" 

j{x,y) = {1 + iy)x 

oh 5" est la sphere unite de R" x R. La sphere immergee j{S'^) presente un point double en 0, et 
est lagrangienne pour la forme standard. 

Nous traiterons ici le cas des sous-varietes lagrangiennes compactes immergees generiques, qui 
possedent alors un nombre fini de points doubles ordinaires (transverses). Nous obtenons ainsi le : 

Theoreme Une sous-variete de dimension n compacte, lisse, immergee dans C", lagrangienne pour 
une forme de Kdhler u, et possedant un nombre fini de points doubles transverses, est rationnellement 
convexe. 

Remarque : En fait, le resultat est valable dans le cas de points multiples avec un nombre fini 
de branches transverses. 

1.1 Resume de la demonstration du cas plonge 

Soit S une sous-variete compacte lagrangienne pour une forme de Kahler uj dans C". La demonstration 
presentee dans [Du, Si] pour prouver que S est rationnellement convexe s'effectue en deux grandes 
etapes. La premiere consiste a prouver par les estimees de Hormander qu'on peut remplacer, 
dans la definition de la convexite rationnelle, " hypersurface algebrique" par "support d'une (1, 1)- 
forme positive fermee" . Ccla rcsultc de I'approximation, non seulement au sens des courants, mais 
aussi au sens de la distance de Hausdorff des supports, d'une (1, l)-forme positive fermee par des 
hypersurfaces. 

La deuxieme ctapc consiste, pour tout x <^ S, k exhiber une (1, l)-forme lu^ positive fermee, de 
support contenant x et nc rencontrant pas S. Ces formes s'obtiennent par exemple en construisant 
une famille de fonctions (f)e plurisousharmoniques sur C", pluriharmoniques au voisinage de S et 
strictcmcnt plurisousharmoniques hors des voisinages tubulaires Sf = {d{.,S) < e}. Cos fonctions 
sont des deformations d'un potentiel 4> de la forme w, i.e d'une fonction </> satisfaisant dd°(j) = 
id{d — d)(p = UJ. Dans ce but, on cherche a tirer profit de I'annulation tangentielle de dd'^cj) le 
long de S. On veut d'abord ercer une fonction proche de (j), dont le dd'^ est mil (dans toutes les 
directions cette fois) a un ordre assez grand sur S. On voudrait ensuite propager I'annulation du 
dd'^ a un petit voisinage de S. Pour cela, en occultant les problemes dus a I'homologie de 5, la 
demarche de [Du,Si] consiste a ctendre (f> + iip hors de S en une fonction h 9-plate sur S, oii ip 
est une primitive de j*d'^(j). La difference (j) — croit alors automatiquement en S), car </> est 
strictement plurisousharmonique. On resoud ensuite dh = due sur le voisinage tubulaire Se (qui est 
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pseudoconvexe car S est totalemont rcclle), avec des estimees donnant un controle de en e**. 
La fonction = max{(j), 3?(/i — Ue) +£•'' ) est pluriharmonique sur un petit voisinage de S, mais est 
egale a ^ en-dehors de du fait de la croissance de ^ — 

1.2 Resume de la demonstration du cas immerge 

Dans le cas ou S est seulement immergee, la presence des points doubles rend impossible, sans 
travail supplementaire, le prolongement 9-plat. Par ailleurs, meme si ce probleme est resolu, la 
difference ^ — ne croit plus automatiquement au voisinage des points doubles. 

Les deux etapes de la demonstration du cas plonge necessitent chacune une resolution du B : 

d'abord pour crccr une forme fermee de type (1,1), positive a support hors dc S, cnsuitc pour 
approcher son support par une hypersurface. Notre premier lemme condense les deux etapes en une 
seule : la platitude du B de I'extension h suffit a repousser hors de S une hypersurface passant par 
un point du complemcntairc. 

On conserve neanmoins une partie de la deuxieme etape precedente : il nous faut modifier a; pour 
I'annuler au voisinage des points doubles tout en conservant le caractere lagrangien de S. Si cj) est 
un potentiel de la forme modificc, on construit une fonction h globalc 9-platc sur S, dont la partie 
reelle est une extension de 4>\s hors de S, avec h holomorphe pres des points doubles. 

La croissance en S) de (f)—^h est encore assuree la ou (f) est strictement plurisousharmonique, 
mais plus au voisinage des points doubles. Nous modifions alors (j) sans changer (p^g pour la rendre 
strictement plurisousharmonique a Tcndroit crucial : la trace sur S de la frontiere du support de u). 
Cette ultime modification est technique, et se fonde essentiellement sur la convexite polynomiale de 
la reunion du cylindre unite {\^Rz\ < 1} ct de I'espace totalement reel K", ou de la boule et de R", 
dont I'etude remonte au moins a Smirnov et Chirka ([Ch,Sm], voir aussi [Bo]). Plus precisement, 
nous explicitons une fonction plurisousharmonique positive s'annulant exactement sur une de ces 
deux figures. 

Remerciements. Je tiens a remercier Julien Duval, qui m'a donne ce sujet de recherche, pour 
son souticn continu durant ce travail, pour la richesse de ses intuitions geometriques, et enfin pour 
ses patientes relectures de cet article. 

2 Preuve du theoreme 

2.1 Un lemme pour la convexite rationnelle 

Dans toute la suite, S designera une sous-variete C°° immergee a points doubles ordinaires, to- 
talement reelle de dimension moitic, compacte et sans bord. L'enonce suivant permet, dans le cas 
plonge, dc construire dircctemcnt une hypersurface passant par un point du complementaire de S, 
a partir d'une fonction 9-plate sur S : 

Soit (j) strictement plurisousharmonique C°° sur C" et S plongee. S'il existe h une fonction C°° 
verifiant les proprietes suivantes : 

• dh = 0{cr{., S)) oum^ i(3n + 5), 

• = e'^ a I'ordre 1 sur S. 
alors S est rationnellement convexe. 

L'cxistcncc dc h est naturcUc, car cllc impliquc que S est lagrangicnnc pour ddP(j). 

Cet enonce n'est pas suffisant dans le cas immerge, et sera la consequence du lemme suivant : 
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Lemme 1 Soit (j) plurisousharmonique C°° surC^, et h une fonction C°° swrC" telle que \h\ < e*^, 
avec : 

• dh = o(d'-^{.,s)) 

• \h\ = e*^ a I'ordre 1 sur S, et X = {\h\ = e*^} compact, 

• pour tout X de X, une des deux conditions suivantes est remplie : 

1) h est holomorphe sur un voisinage de x 

2) X est un point regulier de S, et <p est strictement plurisousharmonique en x. 
Alors X est rationnellement convexe. 

Ce lemme nous permet de travailler avec une fonction (p seulement plurisousharmonique, avec les 

conditions, entre autres, qu'ellc soit strictement plurisousharmonique aux points reguliers de S pres 
desquels h n'est pas holomorphe, et que h soit holomorphe pres des points doubles. 

Le premier enonce est un coroUaire de ce lemme, car dans le cas ou cp est strictement plurisoushar- 
monique, (j) — log \h\ croit automatiquement en d^{., S), si bien qu'on peut prendre X = S. En effet, 
puisque Bh = 0{d^{., S)), dd'^h est nuUe sur S. Done ip = (p — log \h\ est strictement plurisoushar- 
monique sur un voisinage de S, et s'annule a I'ordre 1 sur S. Grace a un parametrage local de S par 
M" d'extension 9-plate, donne par le lemme 2, on peut se ramener au cas oil S = R". Si x = ^z et 
y = Qz, on a done 

^{x + iy) = Y, ^^tIt Wy^yfc + o{\y?)- 
j,k ^'^ 

Par aillcurs, la liessiennc reelle sur R" de ip coincide a un factcur positif pres avec sa hessienne 
complexe qui est definie positive. Done tp{z) > A\y\'^ pour un A > 0. 

Demonstration du lemme 1: Soit B une boule contenant X , et xq G B\X . II nous faut trouver 

une hypersurface cvitant X ct passant par xq. Quitte a multiplier h par une fonction valant 1 sur un 
voisinage de X mais nuUe pres de xq, on peut supposer que h s'annule sur une petite boule centree 
en Xq. Soit u = , oil N est un entier naturel qu'on fera tendre vers I'infini. Definissons le poids 
plurisousharmonique ip par ip{z) ~ 2N(j){z) + 2nln |z — xo| + \z\'^. Grace au thcorcmc de Hormander 
(cf. [Ho]), nous resolvons I'equation Bv = Bu sur la boule, avec I'estimation \\v\\^ < C||3m||^, et C 
ne dependant que de la boule. L'inegalite s'ecrit : 



Jb \z-xo\^^ - Jb k-a;oP" 

La premiere integrale converge, done v{xo) = 0, et I'hypersurface definie par {f = v — u = 0} 

passe par xq. Pour verifier qu'elle nc rencontre pas X, il suffit dc trouver N asscz grand, tel que 
\v{z)\ < ie^'^(^) pour tout z G X. Par le lemme de Hormander-Wermer ([Ho, We]), on a, pour z G X 
et e > 0, 

Sur la boule B{z,e), on a \h{x)\ < e'^(^)+'=% ou c = ||^||ci(b)- D'ou 



2 f= 2 
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Choisissons e= j^. L'inegalite devient 



371 + 5 



On a dh{x) = 0{d 2 {x,S)), tandis que dh{x) = au voisinage Ae z & X si z n'est pas un 



point regulier de S. Dans tous les cas, 1 < C5 A^ai+s ^ 0. 

Pour le second terme de la parenthese, on a : 



< 



CN'-\\du\\l 



Jb 



2N 



Soit a > 0. Nous allons couper I'integrale en deux, I'une ayant pour domaine le voisinage tubulaire 
de S de taille 1/iV", I'autre le complementaire dans la boule : 



II suffit done, pour que cette integrale tende vers quand N tend vers I'infini, de prendre 

2n + 2 

a > 



An + 5 



Pour majorer la deuxieme partie de I'integrale, rappelons qu'au voisinage d'un point regulier 
de 5 oil ^ est strictement plurisousharmonique, on a I'estimation (p — log|/i| > a(P{z,S), ou a est 
une constantc strictement positive. Par ailleurs. d'aprcs I'alternative donnce par les hypotheses du 
lemme, un point x € B ou bien se trouve dans une boule centree en un point de X et sur laquelle h 
est holomorphe, ou bien appartient a une region proche de S ou la minoration precedente est valable, 
ou bien enfin se situe hors de ces deux ensembles, et dans ce dernier cas l/ile"*^ < A; < 1 pres de x 
{k est une constante uniforme). Par consequent 

7V2"+2 /■ \dhm\h\e-*f'' < cN^^+^ j {l-ad\x,S)f'' 

JB\Tub{S,^) JB\Tub{S,^) 



La derniere integrale est inferieure a 

c'Ar2"+2 _ _^y'' ^ c'7V^"+2exp(-2a7Vi-2«), 

tandis que JV^^+^fc^-'^ 0. II suffit done de choisir, pour que cette partie de I'integrale converge vers 
quand A'' tend vers I'infini : 

a < 1/2. 
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Cette condition est compatible avec la precedente. On pent alors prendre N assez grand independamment 
dezeS, de sorte que \v{z)\ < ie^'^(^). On aura \f{z)\ = le^'^(^) - viz)\ > ie^'^(^) ^ 0, et I'hyper- 
surface evite X. □ 

La demonstration du thcoreme se ramcnc maintenant a satisfairc Ics conditions du Icmme 1. 
Plus precisement, nous allons construire des ensembles X contenus dans la reunion de S avec des 
voisinages des points doubles, asymptotiquement proches de boules aussi petites que Ton veut. S 
sera alors rationncUcmcnt convcxc. 

Pour le confort du lecteur, nous supposerons dorenavant que S possede un unique point dou- 
ble en I'origine. Dans le paragraphe 2.2, nous annulons la forme de Kahler sur une petite boule 
centrcc sur 0, tout cn laissant S lagrangicnnc. Ensuitc, dans Ic paragraphe 2.3, nous cxhibons le 
prolongement h 9-plat sur S et holomorphe au voisinage de I'origine. La construction de h est glob- 
ale, mais la demonstration est identique s'il y a plus d'un point double. Enfin, dans le paragraphe 
2.4, nous relevons (j) en une fonction strictcmcnt plurisousharmoniquc sans changer (p^g, pros dc ct 
precisement a I'endroit oil (j) n'est pas encore strictement plurisousharmoniquc mais ou h perd son 
caractere holomorphe. 

2.2 Annulation de uj au voisinage du point double 

Quitte a retrancher la partie reelle d'un polynome quadratique a un potentiel (f> de lu, on pent 
supposer que (p est strictement convexe au voisinage de I'origine, et que est un minimum local strict 
pour (j). Par un changement lineaire de coordonnees, on se ramene au cas ou ^(2) = \z\'^ + 0{\z\^). 
La proposition suivantc anmilc la forme lo sur une petite boule contenant 0, mais sans changer lo 
hors d'une boule plus grande, tout en conservant le caractere lagrangien de S. De plus le domaine 
d'incertitude concernant la stricte positivite de la forme transformee doit etre aussi petit qu'on veut. 
La taille de ce no man's land sera en effet prescrite par Tangle forme par les deux branches de S en 
I'origine. 

Proposition 1 Soit S et oj comme ci-dessus. Alors pour tout couple de boules assez petites et 
centrees sur le point double, il existe une (1, l)-forme Co positive telle que : 

• S est lagrangienne pour u, 

• u> est nulle sur la plus petite boule, 

• u = w hors de la seconde boule. 

Demonstration : Nous allons construire, pour tout e > assez petit, une fonction telle que 

j*d''Ce = j*d'^(j> sur une boule b^ de taille e, de support contcnu dans une boule un peu plus grande 
bf, avec j*dd°(^f = 0, et telle que les dcrivees d'ordre A: = 0, 1,2 soient controlees par \z\^~'', uni- 
formement en e. Dans ce cas la fonction (jy^ — (jy — reste strictement plurisousharmoniquc, verifie 
j*d''(j)f: = sur be, j*dd'^(j)e = et (peiz) = |zp -|- 0(|2p). Soit alors p une fonction positive C°°, 
convexe et croissante definie sur M, nulle pour t assez petit et valant t — c pour t un peu plus grand. Si 
les parametres de p sont choisis de fagon adequate en fonction des deux petites boules, la (l,l)-forme 
positive (jj = dd'^{p o (jy^) est nulle sur une boule b~ proche de b^, est egale a dd'^cpe bors de be et 
done a dd'^cj) hors de 6+. Sachant que j*d'^{p o (pe) = sur be, on verifie alors aisement que S reste 
lagrangienne pour u). 

Nous demontrons maintenant I'cxistence de Ce- Nous construisons en fait (i et ^2, deux fonctions 
realisant les proprietes requiscs par mais pour S = S\ et S = S2, ou Si et ^2 sont les deux 
branches de S cn 0. Si 71 est unc fonction C°° dcfinic sur la sphere imitc S'^"~^, egale a 1 sur un 
voisinage de I'intersection de TqSi avec 5^""^, et nulle sur un voisinage de I'intersection de T0S2 
avec la sphere, alors les derivees d'ordre = 0, 1 ou 2 de la fonction Ci{z) = 7i(jf]-)Ci(^) sont 
encore en 0(|^;|^~*') uniformement en e. La fonction ^^ = (^1-1- (2 est celle que nous recherchions (C2 
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est construite comme (i, mutatis mutandis). Dans le reste de ce paragraphs, nous pouvons done 
supposer que S est plongee en 0. 

La forme j*d'^(f> est fcrmcc, done posscdc une primitive A definic pros dc sur S. Par ailleurs 
on peut la choisir telle que X{z) = 0(|zp), car j*d''(j){z) = 0(|zp). En effet, dans nos coordonnees, 
P = TqS est lagrangien pour la forme standard loq = dd''\z\'^. II est facile de verifier que jpd'^\z\'^ = 0, 
oil jp est I'injcction dc P dans C". L'estimation s'en dcduit. 

On coupe cette fonction en Xe{z) = xi^)^iz) P^r une fonction plateau valant 1 sur la boule 
de rayon e, et de support dans une boule un peu plus grande. On verifie aisement que les derivees 
d'ordrc k ~ 0,1,2,3 sont controlees par et cela uniformcmcnt cn e. Nous voulons maintcnant 

trouver une fonction telle que j*d'^(e = dXe- II suffit de prendre Ce nulle sur S et de specifier ses 
derivees le long des directions transverses a TS, ce qui est possible car 5 est totalement reelle : si 
S = R" et dAe = Y^^ai(x)dxi, la fonction Ce{z) = '^i<^i{x) ■ y-i convicnt, ct ses derivees d'ordre 
k = 0,1,2 sont estimees par \z\^~'' uniformement en e. Dans le cas general, on se ramene au cas 
precedent par le lemme classique ci-dessous. □ 

Lemme 2 Soit S une sous-variete lisse de C" passant par 0, avec TqS totalement reel. Alors pour 
tout m Gf^, il existe un diffeomorphisme local ijj fixant tel que iIj{S) C M" et dip{z) = 0{d"^{z, S)). 

Demonstration : On peut supposer que TqS — M". II existe (p : S ^ M" un diffeomorphisme local 
pres de tangent a I'identite. Posons (p = - ■ ■ , 0„). D'apres [Ho, We], on peut prolonger chaque 

(f>k en ipk en dehors de S, avec ipk\s = 4>k\S: ct dt/jk = 0{d"^{., S)). Done Doip est C-lineaire et 
I'identite sur M". On en deduit que tp est tangent a I'identite et done qu'elle est un diffeomorphisme 
local. □ 

2.3 Construction d'une extension 9-plate 

Soit (j) un potentiel de u, la forme fournie par la proposition 1 pour un couple de petites boules 
centrees sur le point double. Rappelons que (f> est nulle sur la petite boule et strictement plurisoushar- 
monique hors dc la sccondc. II s'agit maintenant de construire une fonction h 9-platc sur S ct telle 
que (p — log\h\ s'annule a I'ordre 1 sur S. Ces deux contraintes entrainent j*{d'^(p ^ d{axgh)) = 0. 
Autrement dit, la 1-forme fermee j*d^(p doit avoir des periodes entieres (ou plus generalement ra- 
tionnelles, quittc a multiplier (p par un entier). Comme dans [Du,Si], il nous faut perturber (p pour 
realiser cette condition. 

Soit S un ouvert lisse de C" tel que S soit un retract par deformation de S. On a alors Hi {S, Z) ~ 
Hi{S,Jj). Soit 7i,-- - ,7p une base de Hi{S,'Z), qu'on peut supposer supportee par S. D'apres le 
thcoreme de De Rham, il existe des 1— formes fermces • • • , f3p sur S, telles que f3j = Sij. On 

peut choisir ces formes nuUes sur une boule b contenant le point double de S, et telle que 2b g S. 
II suffit pour cela de prendre une primitive fj de chaque (3j sur 26, et x une fonction plateau nulle 
sur b ct valant 1 hors de 2b. La 1-forme xPj + fjdx est dans la meme classc que f3j et s'annule sur 
b. II est alors possible de trouver tpi, - ■ ■ ,tpp a support compact dans C", verifiant j*d^tpj = 
et tpj = sur b. En effet, on peut fixer tpj = sur SUb, et specifier ses derivees dans les directions 
contcnues dans iT^S (cf. demonstration de la proposition 1). 

Posons maintenant (p\ = <p + Xi'ipi + • • • + Xpipp- On a (px = (p sur S Lib. Pour A = (Ai, • ■ • , Aj,) 
assez petit, (p\ est encore strictement plurisousharmonique en dehors de la plus grande des deux 
petites boules et plurisousharmonique sur b. On peut de plus trouver M cnticr ct choisir A, tcls 
que j*d'^(p\ e 27rZ/M pour 1 < i < p. Posons (j) = Mcpx. La forme j*d'^(p est fermee sur S et 
ses periodes sont des multiples de 2-k. II existe done une fonction C°° /it : S — > ]R/27rZ, telle que 
j*d'^4> = dfj,. On peut evidemmcnt choisir /i nulle sur I'intcrsection de S avec la petite boule. D'apres 
[Ho, We], pour tout entier m, il existe une fonction h definie sur C", telle que /i|s = exp(0 + iij)\s 
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avec dh{z) = 0{(r^{z, S)). Automatiquement, (p — log|/i| s'annule a I'ordre 1 sur S. Pour ne pas 
alourdir les notations, nous continuons a nommer (j) la nouvelle fonction (f>. 

Dans Ic paragraphc suivant, nous rcndons (j) strictcmcnt plurisousharmoniquc sur un petit ouvcrt 
contenant I'intersection de S avec le no man's land oii Ton ne salt rien sur la stricte positivite de 
dd^cj), et ce sans changer ^15. On pent alors prolonger h par 1 sur un voisinage du point double, de 
sorte que X = {e'^ = \h\} soit un compact verifiant les conditions du lemme 1. □ 

2.4 Relevement de 

Comme il a ete annonce precedemment, il est necessaire maintenant de relever </> pour la rendre 
strictement plurisousharmonique sur un petit voisinage de ^(support dd^(f))r\S, i.e la oii h\s ne peut 
plus ctrc prolongcc dc facon holomorphe et oil (j) n'est pas encore strictement plurisousharmonique. 
On peut supposer que TqSi = M". 

Nous quantifions la latitude donnee par la proposition 1 sur le choix des petites boules : prenons 
S, telle que roS'2 n -6(0, 1 + 4(5) C < 1} (cf. Fig. 1 ; rappelons que x = et y = On 
peut alors choisir les deux boules de sorte qu'il soit sufEsant de relever </> entre B{0, (1 + 2S)e) et 
B{0, (1 + 3^)e) au voisinage de Si et de ^2. 

Nous construisons d'abord une fonetion Xc plurisousharmonique sur un voisinage tubulairc de 

de taille ~ e, nuUe sur et sur le cylindre {|a;| < (1 + '5)e}, et croissant entre les deux boules en 
d^{z, Si). Nous avons ensuite besoin de la prolonger hors du tube par une fonction tp plurisoushar- 
monique nuUe sur 5*2, au moins sur la boule hors de laquelle (f> est strictcmcnt plurisoiisharmonique. 
A I'exterieur de cette boule, on pourra couper 7p en profitant de la stricte plurisousharmonicite de 
(p. Le lemme suivant fournit cette fonction, et prouve la convexite polynomiale de la reunion du 
cylindre et de R" : 

Lemme 3 II existe une fonction tp C°° , plurisousharmonique et positive sur C", nulle exactement 

sur la reunion du cylindre unite {\x\ < 1} avec M". 

Demonstration : Soit a une fonction C°° de IR+ dans M+, convexe, croissante, nulle sur [0,1] 
et strictement positive sur ]l,oo]. La fonction tpi{z) = a{\x\)y'^ est sous-harmonique et clot la 
demonstration pour n = 1. 
Pour n > 2, posons 

^(z)= / M<z,X>)da{X), 

oil da est la mesure normalisee invariante par 0„(M) sur la sphere unite S^~^ de K", et < ., . > 
le produit scalaire hermitien canonique de C". Comme integrale de fonctions plurisousharmoniques, 
tp est plurisousharmonique. Pour z appartenant a M" ou au cylindre < 1}, ■ip{z) = 0. Verifions 
maintenant que tp est strictement positive en dehors de cette figure. Pour cela, remarquons que 
I'application definie sur 5""^ par X a{\ < x,X > \) < y,X pour |a;| > 1 et y ^ s'annule sur 
une calotte ne couvrant pas S"'~^ tout entiere et sur I'intersection d'un hyperplan avec la sphere. 
Le complementaire de la reunion de ces deux ensembles est un ouvert non vide de et done 

tp{z) > 0. □ 

Remarque : On peut prouver de la meme fagon la convexite polynomiale du compact L forme 
par la reunion de la boule unite de C" avec la boule de rayon 2 dans M". En effet, soit dans C la 
fonction de Green Gi de {\z\ < 1} U [—2, 2], avec pole logarithmique a I'infini. Comme le compact 
est regulier pour le probleme de Dirichlet, la fonction est sousharmonique continue sur C, positive 
et nulle precisement sur le compact. La fonction G definie par une integrale analogue a celle de tp 
dans le lemme ci-dessus est plurisousharmonique et positive, nulle precisement sur le compact L. 
En particulier ses sous-niveaux produisent directement une base de voisinages pseudoconvexes de la 
figure L (comparer a [Bo]). 
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Nous construisons maintenant la fonction Xe- Soit pour cela x une fonction C°° negative, telle 
que x{t) = — 1 pour t <1 + S, et x{t) = pour t >l + 26. Posons 

Xe{z) = max (^dl{z) + ce\(^),0^ , 

ou di est la distance a ^i. Puisque ||e^x(^)!lc2 = 0(1), et que est strictement plurisoushar- 
monique sur un voisinagc fixe de 6*1, df{z) + ce^xO'T') ^'^''^ encore pour e et c assez petits (c S"^), 
et Xe est plurisousharmonique. Notons que si e est assez petit, pour \y\ < et |a;| < (l + 5)e, 

Xe = (car d\{z) = \y\ + 0{\y\^), tandis que pour (1 + 26)e < \x\, Xe = d^- 

Nous prolongeons maintenant ccttc fonction dc facon plurisousharmonique en dehors du tube 
\y\ = \f\i-- Nous utilisons pour cela la fonction ill donnee par le lemme 3. On demontre facilement 
qu'il existe une constante fc > 1, telle que pour (1 + ^) < \x\ < (1 + 4^), on ait I'estimation 
''^"^l^/P < ^'(-2) < La fonction 

verifie, pour (1 + S)t < \x\ < (1 + 45)e, ct e assez petit, ip^> sur \y\ = e et ■(/'e < sur 5*1 (cf. 
Fig. 1). Or Xe < fe^ sur le bord du tube. Done la fonction max(^/;e,Xe) est plurisousharmonique, 
nulle sur et sur ^2 fl B(0, (1 + 45)e), et est strictement plurisousharmonique sur un voisinage de 
Si entre i3(0, (1 + 5)() ct i?(0, (1 + 4(5)e). Si 7 est unc fonction plateau valant 1 sur i?(0, (1 + A5)e) 
et nulle peu apres, la fonction + a7max(^e5Xe) est plurisousharmonique sur C" pour a assez petit 
et reste egale a <f) sur S. Remarquons enfin que cette construction peut se lisser. En faisant de meme 
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sur la branche 5*2, on realise le relevement de (p desire. □ 
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